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Summary 
Among the soil materials for studies of soil mechanics, rock and hard clay show high 
elasticity, but soft clay has plasticity and tends to fail with a litle stress. 
From the point of the critical equilibrium of plasticity, the author studied on the Sokolov-
sky's theory about the critical equilibrium of soil medium, made a calculating program to 
solve the equations of the theroy using the finite difference, and computed the lines of slip 
and the stresses in the soil medium. (Eq. (33）一（34),Fig. 6 8 and Table 3) 
On the other hand, the lines of slip were confirmed by the experimental tests with stand-
ard sand model. At the same time, the stresses of soil medium σ町内 weremeasured by 
inserting the subminiature pressure sensor (6mm diameter, 0.5mm thick) to the X and Y 
axes. (Table 4) 
These calculated and measured values were compared each other in the lines of slip and 
the stresses of medium. As the results, in the place where the stress was large, the calcu-
lated values coincided with the measured values in both the lines of slip and the stresses of 
medium, but some di任erencesbetween them were pointed out in case of small stress. 
In practical use, however, the solutions of them are thought to be available for the design 
of plane foundation and slope. 
1. まえがき
土の力学で取り扱われる土質材料には，岩石に近いものや硬い粘土まどで，かまり弾性を示す
ものもあるが，一般に，軟らかい粘土はわずかの応力によって塑性を呈し降伏（破壊）を起こ
しやすい．たとえば，重力，表面力，透水力，地震力などが作用するとき，内部応力が増大して
変形も大きくなる． そして， 特にセン断応力が土bよびその状態によって定まるような限界値
（いわゆるセン断強度，またはセン断抵抗）に到達するとすべり破壊が生ずるように念る．
そして，このような土の破壊の力学的機構を解明する一手段として土の塑性論がある． この塑
性論に関連する成書としてわずかに， Sokolovskyll, Nadai7lや山口8）のものがあるくらいであ
り， しかも Sokolovskyは応力境界値問題にのみ限定しているし， Nadaiは物体力の念い場合の
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解析に主眼をbいているをど，を1己、今後研究を要する面を多〈残している．
そとで，塑性論の立場から Sokolovskyの粒状体の平面の極限釣り合い理論を研究し，この理
論の中で，最も重要念部分は，セン断応力の限界値をどう定義するか，いかにして測定するか，
すまわち，土の破壊法則の確立の問題であろうと考えた．そして，このことを立証するために，
また， 土の破壊法則の確立を一歩進めるために， 砂模型実験を行なって， 理論解と比較考察し
た．
また，との実験に関連して，極限条件としての応力円包絡線に関する検討考察と，超小型圧力
計に関する土庄検定と，標準砂の三軸圧縮試験を行念った．
との研究を行なうにあたって，終始，懇篤な御指導を賜わった佐賀大学農学部田中宏平教授．九州大学農学
部藤川武信教授に心から謝意を表する．
また，計算は，東京大学大型計算機センターの HITAC-5020Eと九州大学大型計算機センターの FACOM
230-60で行なった．付記して謝意を表する．
2. ソコロフスキーの解法
(I）平面基礎の極限釣り合い方程式
通常の x,y直角座標系を用い， z軸が水平線と αの傾斜をする場合を与えて，粒状体の平面
Hoγizontal 
:r 
Fig. I 
の極限釣り合い方程式を求める．粒状体の中に Fig.Iのようま微小体を考え，それに作用する応
力が釣り合いを保っていると考えると，
乃庁一 θτ ” ーニ乙＋一二乙＝rsnα ax θy 
、 、 ， ???，?， 、．．．?．??
θτ円。σ”
一一ニム十一__o_= r cosα ax f) y ・・・・・（2)
ここに， T：粒状体の単位重量
さらに，極限条件はモールの円の包絡線説にしたがうと，
士（ι－σ内 τ戸 ・・（3)
ここに， p：内部摩擦角 H：係数
この三つの方程式の式系はちょうど三つの未知の応力成分 σX)<Jy, !'xyを含んでいる．
したがって，静的念境界値があれば， これらの応力成分を求めることができる．そこで， σと¢
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を導入するとモーノレの円から
:l＝σ（1士si叩 cos2rp)-H l 
てxy＝σsinρsin2rp ノ
・・・・・・・・・（4)
(4）は（3）を満足させるので，これを（1),(2）に代入して整理すると
。σ
(l+sin ρcos2ψ）否玄＋sinρsin2ψ否y
-2σs川 ・・・・・・・・・（5)
。σ0σ
sinρsin2ψ百玄十（1-sinρcos2ψ）一一ay 
+2σs刈 ・・・・・・・・・（6)
（拭に sinCs山）， (6）式にーcos（内）をかけて加え合せ， ε＝すーをであることを考慮して整
理すれば，
ぽ－2σtanρ女－r当戸］cos（ψ一ε）
「σos(iα－ρ）l
+L百子－2rtanρ百子－r--cosp-J sin （ψ一ε）＝0 ・・・・・・・・・（7)
πp 
また，（5）式に sin（¢一ε）， (6）式に一cos(<p一ε）をかけて， ε＝4-2をることを考慮して加え
合せれば，
［σθψ 的＋ρ）l百十2σtanρ石－r-c瓦γ」cos（ψ＋ε）
「σcos（α＋ρ)l九百十2σtanρ石－r~Jsin（ψ＋←oL _J ・・・・・・・・・（8)
ここで，次のような函数を導入する．
χ＝すcotρInf ・・・・・・・・・（9)
(9）式を x,yでそれぞれ偏微分すると
??
・・・・・・・・・（10)
?
?? ?
? ? ?
? ???? ???????
? ?
・・・・・・・・・（11)
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(10)' (11）式を（7)'(8）に式代入すると，
［ χθψ 州 α；ρ)l2σtanp~一一2σtanρτ－－ r一一一一 Icos（ψ一ε）ax ax coso 」
「 χθψcos（α－ρ)l+12σtanρ一一一2σtanρ一一一T一一一一一一 Isin（ψ一ε）＝OL ay θy cosρ 」
［ χθψ 州 αJρ)l2σtanp一一＋2σtanρ一一－r一一一一 Icos（ψ＋ε） ax ax ρ 」
「 χ0ψcos（α＋ρ)l
十12σtanρ +2σtanρ -r一一一一一！sin（什ε）＝OL ay θy cosρ 」
ヲ’ ヲ・ .，’s 、ー」－ I..' ~＝ χ＋ ψ 
η＝χ一ψ
とbいて整理すると，（12）式は，
－~ + tan(<p－ ε）号＝－ 2~~~）＝ b
a~ a~ -rcos（α＋ψ一ε）一一＋加（ψ＋ε）一一一 一αθzθy 2σsinρcos（ψ＋ε） 
また，（13）式から
χ－ ~＋η 
2 
(15）式を（9）式に代入し gについて整理すると
σ＝kexp｛（~十万） tanρ｝
または3）式から
<p- ~－η 一一2 
ここで，（14）式を解くために，次の全微分を考える．
a~ θξ d~ ＝ dx+-dy 
θzθy 
?，?? ??
? ? ? ????，?? ?
?? ? ?? ????
(14)' (18）式を新ためて書くと
a~ aε 一一十tan（ψ十c)-ax θy ＝α 
・・・・・・・・・（12)
・・・・・・・・・（13)
・・・・・（14)
・・・・・・・・・（15)
・・・・・・・・・（16)
－…（17) 
・…（18)
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a~ 
つζ一αx十ax =d~ 
学＋tan（ψ一ε）坐＝b
ax θy 
J!L dx + J!Ld y= dη 
θy 
(19）式で各偏微分係数を未知数と考えれば，
a tan （ψ＋ε） 。 。
d~ dy 。 。
b 。 1 tan（ψ一ε）
θE [d甲 。 dぉ dy 
ax - I 1 tan（ψ十ε） 。 。
dx dy 。 。。 。 1 tan（ψ一ε）。 。 dぉ dy 
? ? ?? ?
?
?
?
?
?「 ? ?
?
?
? ?
?
??
?
? ?
?
?
?
?
??
?
?
，?
?
??
?
?? ?
同様にして
a~ ＿ d~－ α dx 
oy dy-tan（ψ十ε）dx 
O万一 bdy-tan（ψー ε）dη
θx dy-tan（ψ－s) dx 
。甲－ d甲－bdx。y dy一同n（ψー ε）d必
ここで，（20）～（23）式の分子，分母をそれぞれOとすると，
ヰエ＝tan（肘s)
αx 
d~ － α 
dy tan （ψ＋ε） 
~＝tan （ψ＋ε） 
αx 
??
・・（19)
・・田・・（20)
・・・・・（21)
・・・・・（22)
・・・・・（23)
・田・・・（24)
・・・・・（25)
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~＝tan （ψ一 ε）
ax 
…・・・・・.(26) 
~ニtan （ψ一ε）
αx 
? ? ?
?
，?
・・・・・ー・・・（27)
一方，スベリ線の微分形式は
ご主＝tan（ψ士ε）
ax 
・・・・・・・・・（28)
であることを考えれば，（24）～（27）式から，次の二つの曲線族が成立つと考えられる．
第1の曲線は
~＝tan （ψ一 c)
αx 
.. (29) 
第2のl曲線は
~＝tan （ψ＋ ε） 
α，x 
?
? ? ・・・・・・・・.（30)
第1の曲線は万特性曲線，第2の曲線は5特性曲線と呼ばれる．そして，これらの特性曲線と
スベリ線は同じものである．
マ特性曲線は，（7）式を cos（ψ一ε）で曾jって，（29）式を代入し， dxをかけて整理すると，
dy= dxtan（ψ一ε） ¥ 
お－2σtanρdip=_L_[sin（α－ρ）dx+cos(iα－p)dyユi
c l  
・・・・・・・・・（31)
また 5特性l曲線は（8）式を cos(¥D＋ε）で割って，（30）式を代入し dxをかけて整理すると，
dy= dx tan（ψ＋ε） ¥ 
dσ一如anρdip=_L_ [sin （α＋P) dx+cos（α十州3I 
OSρ ！ 
.. (32) 
次に，自重が y軸に平行，すなわち，角 α＝ 0 の方向をとる一般の場合を~えてみると，（31),
(32）式は，
dy= dxtan（ψ一ε）
dσ－2σtanρdip=r (d y-tanρdx) 
dy= dxtan（ψ＋ε） 
dσ＋2σtanρdip=r(dy+tanρdx) 
・・・・・・・・・（33)
・・・・・・・・・（34)
ここで，求める値を近似的に見出すために，特性曲線（33）の微分 dx,dy,dσ，d<pを差分
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x-xi,ツ一γb(J-(Ji, <p-<p1 
また，特性曲線（34）の微分 dx,dy,dσ，drpを差分
.x-x2，グ－y2，σー の， <p一ψ2
にbきかえて， r=lとすると，
y-y1=(x-x1)tan（仇ー ε）
σー σ1-2(J 1（ψー 仇）tanρ＝y-y1ー（x-x1)tanρ
y-y2= (x-x2) tan （仇＋ε）
σー の一2σ2（ψー の）tanρ＝y-y2+(x-x2)tanρ 
・・・・・・・・・（35)
・・・田・・・・・（36)
この（35)'(36）式を電子計算機によって数値計算を行念えば， スベリ線形と内部応力が得られ
る．
(2）斜面基礎の極限釣り合い方程式
ここでは， Fig. 2のような xi≫よび Zに対応する半軸を境界とする斜面の安定について考え
る．そして，正の Z軸の位置は圧力に関係がないものとし 負の z紬に沿うては換算垂直圧力
qが分布するものとして斜面は極限釣り合い状態にあると考える．
;¥, 
?
?? ? ?
? ?
??
JI 2 
JI 3 
Fig. 2. Straight司lineslope making an angle a with the horizontal. 
そうすると， 斜面の極限釣り合いが破れると， スベリ破壊を起すことになるから，正の 2軸
に接する AzOA3の領域には，受動土圧的応力状態が生じ また負の z軸に接する A。0A1の領
域には，主動土圧的応力状態が生ずる． 中聞の AiOA2の領域は主動から受動へ推移する領域で
ある．
まず， AzOA3のpassivezoneから考えることにする. Fig. 3のように， 2車自に沿うて，定角
σをもっ換算圧力Pが一様に分布すると仮定し，完軸を境界とする物体の極限釣り合いを考える．
2軸に治う圧力の垂直成分bよび接線成分は，
向。十H=Pcos(J, f:ty0=Psin&, Jδ ｜孟P
この物体内に生ずる応力の場は， 2に関係しないから釣り合いの微分方程式
・・・・・・・・・（37)
dτ＝伊--.=--= r smα 
αy 
dσ伊ヨデ＝resα ・・・（38)
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ィち〆
／ 
／、
Fig. 3. Critical equilibrium of a soil medium bounded by an inclined straight line. 
??
??
で－表わされる.y=Oのとき（37）式で表わされることを考慮すると
内＋H=PcostJ+rycosα 
τ正y=PsintJ+rysinα 
.. (39) 
となる．紡局， xilQiに平行な傾斜随線上に作用する換算応力は次の量から求められることに念る．
??? ??
? ?
?
?
? ??
?
?
?
?????
???
?
??
?
?? ??
?
? ?
・・・・・・・・・（40)
P7=Pcos（δ－ fJy) + r yCOS （ち－α）
また，モールの応力円と（40）式の概念から
? ? ?
?
?
? ヮ ?
?
??
??
??
???
??
? ??
?
? 「
?
??? ???
・・・・田・・・・（41)? ?
?
? ???
? 、
???
?
?
?
???
???
?
??
? ????
? ?
?
?
? ．
?
??? ???
が得られる． したがって o=O,P=Hとbけば
? ?
?
???
? ??
?
????
? ．
?
?
?? ??
…・….（42)
????
?
??
??
??
?
??
???? ?????
?
??? ?? ?
となる．故に，特性線一一ースベリ線OA2は
? ?????? ??
?
? ????? ? ・・・・・・・・・（43)
から
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1互＝_j_f_・____J:_
dtp dtp tan ( tp ＋ε） 
2H J日ハ＿，＿ ~， sin2tp-cosρ －－：；－…tJ ~ ... u. [sinα－sinρsin (2tp十α）〕2
この（44）式は x=Oのとき φ＝0となる条件から積分することが可能である．
x, y i>＇よび完 y，の座標は
完＝xcosα＋ysinα 
y= ycosα－xsmα 
..... (44) 
・ー・（45)
のように角 αだけ車di回転したときの変換式によって互に関連している． また 9'.:l己、よびφの量は
tp=rp－α ・・・・・（46)
なる関係を満足する．
そうすると， activezoneとtransitionzoneについては，平面基礎の場合に考えたように（35),
(36）式で計算することができる．
ここでは，（44）式を初期条件x=Oのとき φ＝0として Runge-Kutta-Gill法で数値積分する
Subprogramを作成した．
3.砂模型実験
(1) スベリ線形
実験装置は，巾 50cm，高30cm，奥行5cmの両面強化ガラス張り水槽を作成し三軸圧縮試
験機の載荷装置を利用して載荷するようにした.(Fig. 4) 
Rαpid handle Slow h《mt!le 
r/ ectric ily 
Proring rmg 
Loαding plα／（＇ 
Subminia/111 <' 
press Ille S<'llSO /' 
Fig. 4. Testing apparatus. 
載荷板は矩形で， その大さきは 3.lcm×5.0cm, 5.0 cm×5.0cm, 7.3cm×5.0cmの3種類とし
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た．実験中写真撮影を行宏うために，光弾性実験装置の写真撮影装置を使用した．
実験に使用した砂は山口県豊浦産の標準砂で，自然乾燥して使用した．その性質は Table1の
Table !. Standard sand. 
Soil grading 
Specific gravity 
Bulk density 
Moisture ratio 
Void ratio 
（ 
＝ u ＼、
lf 3 
） 
い
的 2
的
"' ~l 
0. 074-0. 25 mm 
2.63 
!. 47 g/cm3 
0.15% 
0.75 
l日nρ＝O.933 
（ρ＝42。50’）
k=O. l 
~o 
ヨ 0 1 2 3 4 5 6 7 
Normae stressσ（kg/cm2) 
Fig. 5. Mohr's envelope. 
とお、りである．また，標準砂の力学的強さは，三羽Ii圧縮試験の結果から応力円包絡線がFig.5の
ようになり，最小自乗法による計算の結果， p=42°50',k=O.lとなった．
実験水槽への砂のつめ方は， 2.5cmの層にわけで金属棒で均等につきかためた． その結果
Table 2のようま密度，間ゲキ比に締め固まった．
Table 2. The results of sand model experiments. 
Bulk Moisture Void mean When a slip line appeared 
No Size of loading density ratio ratio rate of 忠誠司 Settle-I I plate loading mnt of time rate of rt 、N e plate loading 
5cm×3. lcm l.49g/m3 0.17% 0. 74 l.18mm/min 0.5lkg/c皿22.4mm 3’08’r 0. 71 mm/min 
ワ II !. 48 0. 17 0. 75 !. 15 0.51 !. 8 2 30 0. 72 
3 II !. 49 0. 17 0. 74 !. 35 0.51 2. 1 1 55 !. 09 
4 5cm×5cm !. 49 0. 17 0. 74 !. 00 0. 77 7. 2 7 30 0.96 
5 ， !. 50 0. 17 0. 73 !. 27 0.91 6.9 5 42 !. 21 
6 II !. 50 0. 17 0. 73 !. 29 0.87 5. 7 4 40 !. 22 
7 5cm×7.3cm !. 49 0.17 o. 74 !. 07 !. 38 8.8 8 30 !. 03 
8 ， !. 49 0. 17 0. 74 !. 23 !. 22 5.4 5 00 !. 08 
9 ， !. 49 0. 17 o. 74 !. 22 !. 17 7.0 5 25 !. 29 
載荷の速度は， Table2の平均沈下速度の欄に示しているが， 1.00～l.35mm/minである．
砂の動きを識別するために 2.5cmbきに，黒い砂で線を入れた． この黒い砂は，水性黒色塗
料に標準砂を入れて強性撹伴して炉乾燥しフノレイにかけて， もとの標準砂と同じ粒度にしたも
のである．また計算からスベリ線形の先端を予測しその場所にダ、イヤノレゲージ（感度 l/lOOmm)
を設置して，砂のわずかの動きをもとらえるようにした．あわせて，光弾性実験装置の写真撮影
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装置を設置して，載荷板が5mm沈下するごとに写真撮影を行宏ってスベリ線形を識別した．
以上のようにして，載荷板の大きさ 3種類，一つの載荷板について3回，合計9回の実験を行
在ったが，その結果はTable2のとbりである．各載荷板について 1つづっそのスベリ線形を示
せば Fig.6～8のとbりである．これらの図には計算によるスベリ線形を併記した．
x 15 
ーーー－Calculated 
-----Obse1ved 
10 5 o＿仏且斗
百
Fig. 6. Slip line caused by the loading plate 3. 1 X 5. 0 cm. 
x 30 
一－ Cale ulated 
・・・ Ob served 
20 10 
μ斗
10 
百
Fig. 7. Slip line caused by the loading plateI5. 0×5.o:cm. 
~ 
x 40 30 
一ー一一Calculated
-----Observed 
20 10 。
y 
Fig. 8. Slip line caus巴dby the loading plate 7. 3×5.o:cm. 
(2) 砂層内部応力
実験装置や実験に使用した砂は（1）の場合と同じである．
I ， 
実験水槽への砂のつめ方は 2.5cmの屑にわけ金属棒でつきかためた． 砂の動きを識別するた
めに， 2.5cm.:b－きに黒い砂を線状に入れた．斜面には砂のわずかの動きをもとらえるため夕、、イヤ
ルゲージを設置した．載荷の速度は 1.0～1.35mm/minとした．
砂層内応力を計測するために， lcm立方体の金属の互に直角をなす2面に，直径6mm，）.享0.6
mmの超小型庄力変換器を接着し y面 z商の応力を自動平衝記録計に同時に記録するように
した．また，プJレーピングリングにはベークライトゲージをはり 4-Gage法で記録計に同時に記
録するようにした．また写真にも記録した．
砂層内部応力の計算の位置と実測の位置を Fig.9に示し， 電子計算機による内部応力の計算
値を Table3に，また，実測値と計算値の比較表を Table4に示している
12 
No 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 
10 
1 
12 
13 
14 
15 
16 
佐賀大学農学業報第31号（1971)
エ 15 10 5 
－ • Calculated 1112111 10(411) 9 (6.11) 
Position 
(23. 1) 
(20. 1) 
(18. 1) 
(16. 1) 
(14. 11) 
(12. 1) 
(IO. 11) 
( 8.11) 
( 6.11) 
( 4.1) 
( 2.11) 
(16. 5 ) 
(16. 7 ) 
(16. 9 ) 
( 9.10) 
( 7.8 ) 
7↓由 Calculated
and observed 
Fig. 9. Nodal points where str巴sseswere calculated and observed. 
Table 4. Comparison of observed stresses and calculated stresses. 
σz av 
Observed l Calculated l Absolute J！~~！iv巴
(g/cm3) (g/cm2) e(t／~m2) ) い di白 lculI ') error error (g cm' (g/cm2) (g/cm2) (%) 
61. 27 62. 18 0.91 I. 49 290. 1 291. 32 I. 29 0.42 
61. 27 62.90 0.63 I. 03 212. 76 207.19 5.57 2.62 
61. 27 64. 72 3.45 5.63 Il6. 05 110. 34 5. 71 4.92 
61. 27 60.45 0.82 I. 34 54. 79 55. 73 0.94 I. 72 
51. 57 51. 61 0.04 0. 78 29.54 28.48 I. 06 3.59 
38.68 42.28 3.60 9.31 12.89 16.19 3.30 25.60 
32.23 35.93 2. 70 8.38 12.18 
19.34 31. 06 1. 72 60.60 10.41 
I. 59 26. 16 14.57 125. 71 8.62 
6.45 21. 22 14. 77 228.99 6.82 
16.23 4.99 
39.04 37. 41 I. 63 4.18 45. 13 45. 79 0.66 I. 46 
45. 13 45.40 0.27 0.60 48.35 49.40 1. 05 2.17 
51. 57 53.05 I. 48 2.87 51. 57 52.68 I. 1 2. 15 
19.34 31. 06 1. 72 60.60 10.41 
12.89 21. 22 8.33 64.62 6.82 
4.考察
スベリ線形について，実測と計算を比較した図は Fig.5～8である．これをみると，載荷板附
近，つまり応力の比較的大きいところでは実測と計算がよく一致するが，応力の小さいところで
は多少のずれがみられる．
内部応力については，実測値と計算値を比較した表は Table4である． この Table4には，
Table 3の計算値を併記し，絶対誤差と相対誤差が計算してある． この結果と Fig.9を参照する
と， Fig.9の5の点から右ではよくあっているが，左の方へいくにしたがって，つまり，斜面に
近づくにしたがって違いが大きく念っていっている．このことを言いかえると，やはり，応力の
比較的大きいところでは実測と計算がよく一致するが，応力の小さいところでは多少の違いがみ
られるということにをる．
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14 佐賀大学農学業報第31号（1971)
この原因を考察してみると，この計算では極限条件を Fig.5のように線形と仮定して解を得た
のであるが，実際には， Fig.5の応力の小さいところでは線形でなく，非線形であることに原因
があると考えられる．
しかし実用上， この様念砂の場合は応力円包絡線を線形と考えて解いても十分近似解が得ら
れるので差支えをいことが，この実験結果から明らかになった．
そして，今後の課題は，あらゆる応力の場にbいて十分左近似解がえられるような理論解を完
成することであると考えられる．
摘要
土の力学で取り扱われる土質材料は，岩石に近いものや硬い粘土をどでかまり弾性を示すもの
もあるが，一般に軟らかい粘土はわずかの応力によって塑性を呈し，降伏を起しやすい．
そこで，塑性論の立場からソコロフスキーの粒状体の平面の極限釣り合い理論を研究し，平面
基礎と斜面基礎の場合の極限釣り合い方程式を差分化して電子計算機で解くプログラムを作成し
スベリ線形と砂層内部応力を計算した.(Eq. (33）～（34), Fig. 6～8, Table 3.参照）
また，一方，標準砂を使用して，砂模型実験を行なって，スベリ線形を確認すると同時に，砂
層内部に直径 6rnrn厚0.5rnrnの超小型圧力変換器をお納， y軸方向に挿入して内部応力σ町内
を測定した.(Table 4参照）
そして，との計算値と実測値を，スベリ線形，内部応力とも，計算値と実測値がよく一致する
が，応力の小さいところでは多少の違いがみられることがわかった． しかし実用上は，十分左
精度で解が得られているものと考えている．
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